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Coge`bres Lie-admissibles
Michel Goze1, Elisabeth Remm2. Laboratoire de Mathe´matiques et Applications, Uni-
versite´ de Haute Alsace, 4, rue des Fre`res Lumie`re, F-68093 Mulhouse Cedex, France.
Mots cle´s: Alge`bres non associatives, alge`bres Lie-admissibles, coge`bres non associatives.
Re´sume´. Nous de´finissons les coge`bres associe´es a` des classes d’alge`bres non associa-
tives dont l’associateur ve´rifie des conditions d’invariance donne´es par l’action du groupe
syme´trique d’ordre 3. Parmi ces alge`bres nous retrouvons les alge`bres de Vinberg et pre´-
Lie, les alge`bres Lie-admissible et les alge`bres a` puissance 3-associative. Nous e´tudions les
proprie´te´s liant ces coge`bres et alge`bres non associatives par analogie au cas associatif.
Abstract. We present cogebras of some classes of nonassociative algebras whose associator
satisfies invariance conditions given by the action of the 3-order symmetric group. Amongst
these algebras we find the well-known Vinberg algebras, the Pre-Lie algebras, the Lie-
admissible algebras and the 3-power associative algebras. We study properties between
these coalgebras and algebras which generalize the associatif case.
1 De´finitions et exemples
Dans tout ce travail, R de´signe un anneau commutatif unitaire. Soit M un R-module et ∆
une comultiplication sur M , c’est-a`-dire une R-application line´aire :
∆ :M →M ⊗M.
Pour tout R-module M, nous noterons τ : M ⊗M → M ⊗M l’application line´aire de´finie
par τ(x⊗ y) = y⊗ x. Soit Σ3 le groupe syme´trique d’ordre 3; notons c1 et c2 les 3-cycles de
Σ3 et τij la transposition e´changeant i et j.
De´finition 1 Le couple (M,∆) est une coge`bre Lie-admissible si l’application line´aire
∆L :M →M ⊗M
de´finie par ∆L = ∆− τ ◦∆ est une comultiplication de coge`bre de Lie.
Ainsi (M,∆) est une coge`bre Lie-admissible si et seulement si (M,∆L) est une coge`bre de
Lie.
Soit A˜ : End(A,A⊗2)→ End(A,A⊗3) le coassociateur donne´ par
A˜(∆) = (∆⊗ Id) ◦∆− (Id⊗∆) ◦∆. (1)
Pour tout σ ∈ Σ3, Φ
M
σ : M
⊗3 →M⊗3 est l’application line´aire de´finie par
ΦMσ (x1 ⊗ x2 ⊗ x3) = xσ−1(1) ⊗ xσ−1(2) ⊗ xσ−1(3).
Avec ces notations, l’homomorphisme ∆L ve´rifie{
τ ◦∆L = −∆L
A˜(∆L) + Φ
M
c1
◦ A˜(∆L) + Φ
M
c2
◦ A˜(∆L) = 0
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Proposition 2 Une comultiplication ∆ sur M est une comultiplication Lie-admissible si et
seulement si ∆ ve´rifie
∑
σ∈Σ3
(−1)ǫ(σ)ΦMσ ◦ A˜(∆) = 0 (2)
ou` ǫ(σ) de´signe la signature de la permutation σ.
De´monstration. Ceci de de´duit directement de l’e´quation (1) sachant que
A˜(τ ◦∆) = ((τ ◦∆)⊗ Id) ◦ τ ◦∆− (Id⊗ (τ ◦∆)) ◦ (τ ◦∆)
= −ΦMτ13 ◦ A˜(∆).
Exemples.
• Toute coge`bre coassociative est une coge`bre Lie-admissible.
• La comultiplication d’une coge`bre pre´-Lie (M,∆) ve´rifie
A˜(∆)− ΦMτ12 ◦ A˜(∆) = 0.
Elle ve´rifie donc aussi l’identite´ (2) et toute alge`bre pre´-Lie est Lie-admissible.
Dans le paragraphe suivant nous ge´ne´ralisons ce type d’exemples.
2 Les Gi-coge`bres
2.1 Les alge`bres Gi-associatives
Notons G1 = {Id}, G2 = {Id, τ12}, G3 = {Id, τ23}, G4 = {Id, τ13}, G5 = {Id, c1, c2} et
G6 = Σ3, les sous-groupes de Σ3. Pour chacun de ces sous-groupes, on de´finit l’application
line´aire ΦMGi de M
⊗3 dans lui-meˆme par:
ΦMGi =
∑
σ∈Gi
(−1)ǫ(σ)ΦMσ .
Soit µ :M⊗M →M une multiplication deM et notonsA : End(M⊗2,M)→ End(M⊗3,M)
l’associateur de µ:
A(µ) = µ ◦ (µ⊗ Id)− µ ◦ (Id⊗ µ).
Dans [4] et [8] nous avons de´fini les alge`bres Gi-associatives. Nous dirons que la multiplica-
tion µ est Gi-associative si son associateur A(µ) ve´rifie
A(µ) ◦ ΦMGi = 0. (3)
En particulier les alge`bres G1-associatives sont les alge`bres associatives, les alge`bres G2-
associatives sont les alge`bres de Vinberg, les alge`bres G3-associatives sont les alge`bres
pre´-Lie, et les alge`bres G6-associatives, c’est-a`-dire Σ3-associatives, sont les alge`bres Lie-
admissibles.
Remarque. Dans [5], nous avons e´tendu ces relations de non-associativite´ lorsque R = K
est un corps commutatif de caracte´ristique diffe´rente de 2 et 3 en conside´rant toutes les
relations du type
A(µ) ◦ ΦMv = 0
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ou` v =
∑
i aiσi est un vecteur non nul de la Ks-alge`bre K[Σ3] du groupe Σ3 et
ΦMv =
∑
i
aiΦ
M
σi
.
Notons O(v) l’orbite de v dans l’action a` droite
Σ3 ⊗K[Σ3]→ K[Σ3]
et Fv le sous espace de K[Σ3] engendre´ par O(v). C’est un sous espace invariant.
Re´ciproquement e´tant donne´ un sous espace invariant F de K[Σ3], il existe v ∈ K[Σ3] tel
que F = Fv. La classification des sous espaces invariants de K[Σ3] donne une classification
des relations de non associativite´ (voir [5]). En particulier, les sous espaces irre´ductibles
de dimension 1 correspondent aux relations des alge`bres Lie-admissibles et des alge`bres a`
puissance 3-associative [1].
2.2 Les G!
i
-alge`bres
Notons Gi−Ass l’ope´rade quadratique associe´e aux alge`bresGi-associatives. Dans [4] et [6],
on montre que ces ope´rades ve´rifient la dualite´ de Koszul seulement pour i = 1, 2, 3, 6. Soit
G!i − Ass l’ope´rade duale. Les alge`bres correspondantes sont associatives et ve´rifient les
relations suivantes:
- pour i = 2 : x1.x2.x3 = x2.x1.x3,
- pour i = 3 : x1.x2.x3 = x1.x3.x2,
- pour i = 4 : x1.x2.x3 = x3.x2.x1,
- pour i = 5 : x1.x2.x3 = x2.x3.x1 = x3.x1.x2,
- pour i = 6 : x1.x2.x3 = xσ(1).xσ(2).xσ(3) pour tous x1, x2, x3 ∈M et σ ∈ Σ3.
2.3 Les Gi-coge`bres
En dualisant la formule (3) on obtient la notion de Gi-coge`bre.
Definition 3 Une Gi-coge`bre est un R-module M muni d’une comultiplication ∆ ve´rifiant
∑
σ∈Gi
(−1)ǫ(σ)ΦMσ ◦ A˜(∆) = 0.
Soit V le vecteur de R[Σ3] de´fini par V = Id − τ12 − τ23 − τ13 + c1 + c2. Les coge`bres
Lie-admissibles sont de´finies par la relation:
∑
σ∈Σ3
(−1)ǫ(σ)ΦMσ ◦ A˜(∆) = Φ
M
V ◦ A˜(∆) = 0.
Pour tout vi =
∑
σ∈Gi
(−1)ǫ(σ)σ on a V ∈ Fvi . Ceci implique
Proposition 4 Toute Gi-coge`bre est une coge`bre Lie-admissible.
3 Proprie´te´s des Gi-coge`bres
3.1 Sur l’espace dual d’une Gi-coge`bre
Proposition 5 Soit (M,∆) une Gi-coge`bre. Alors le dual M
∗ du R-module M est na-
turellement muni d’une structure d’alge`bre Gi-associative.
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De´monstration. Pour tout entier naturel n et tout R-modules E et F , on note
λn : Hom(E,F )
⊗n → Hom(E⊗n, F⊗n)
le plongement naturel
λn(f1 ⊗ ...⊗ fn)(x1 ⊗ ...⊗ xn) = f1(x1)⊗ ...⊗ fn(xn).
Ceci e´tant, munissons M∗ de la multiplication
µ(f1 ⊗ f2) = µR ◦ λ2(f1 ⊗ f2) ◦∆,
ou` µR est la multiplication de R. Alors
µ ◦ (µ⊗ Id)(f1 ⊗ f2 ⊗ f3) = µR ◦ (µR ⊗ Id) ◦ λ3(f1 ⊗ f2 ⊗ f3) ◦ (∆⊗ Id) ◦∆,
ce qui implique:
A(µ)(f1 ⊗ f2 ⊗ f3) = µR ◦ (µR ⊗ Id) ◦ λ3(f1 ⊗ f2 ⊗ f3) ◦ (∆⊗ Id− Id⊗∆) ◦∆.
Ainsi
∑
σ∈Gi
(−1)ǫ(σ)A(µ) ◦ ΦM
∗
σ (f1 ⊗ f2 ⊗ f3)
=
∑
σ∈Gi
(−1)ǫ(σ)µR ◦ (µR ⊗ Id) ◦ λ3(Φ
M∗
σ (f1 ⊗ f2 ⊗ f3)) ◦ (∆⊗ Id− id⊗∆) ◦∆
=
∑
σ∈Gi
(−1)ǫ(σ)µR ◦ (µR ⊗ Id) ◦ λ3(f1 ⊗ f2 ⊗ f3) ◦ Φ
M
σ ◦ (∆⊗ Id− id⊗∆) ◦∆
= µR ◦ (µR ⊗ Id) ◦ λ3(f1 ⊗ f2 ⊗ f3) ◦
∑
σ∈Gi
(−1)ǫ(σ)ΦMσ ◦ A˜(∆) = 0.
Proposition 6 Soit M un R-module libre de type fini muni d’une structure d’alge`bre Gi-
associative. Alors le dual M∗ est une Gi-coge`bre.
De´monstration. SoitM une alge`breGi-associative de dimension finie et soit {ei, i = 1, ..., n}
une baseM . Si {fi} est la base duale, alors {fi⊗fj} est une base deM
∗⊗M∗. Le coproduit
∆ sur M∗ est de´fini par
∆(f) =
∑
i,j
f(µ(ei ⊗ ej))fi ⊗ fj.
En particulier
∆(fk) =
∑
i,j
Ckijfi ⊗ fj
ou` Ckij sont les constantes de structure de µ relatives a` la base {ei}. Ainsi ∆ est la comul-
tiplication d’une Gi-coge`bre.
3.2 Produit de convolution
Rappelons que si (A, µ) est une R-alge`bre associative et (C,∆) une R-coge`bre coassociative
(i.e. une G1-coge`bre) alors le produit de convolution
f ⋆ g = µ ◦ λ2 ◦ (f ⊗ g) ◦∆
munit Hom(C,A) d’une structure d’alge`bre associative. Ce re´sultat s’e´tend au cas des Gi-
alge`bres et coge`bres apre`s avoir remarque´ que la classe des coge`bres coassociatives est la
classe des G!1-coge`bres.
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3.2.1 G!i-coge`bres
Dualisons la relation de de´finition d’une G!i-alge`bre introduite au paragraphe pre´ce´dent.
De´finition 7 Pour tout i, 1 ≤ i ≤ 6, une G!i-coge`bre est une coge`bre coassociative, c’est-a`-
dire une G1-coge`bre, ve´rifiant :
Φui ◦ (Id⊗∆) ◦∆ = (Id⊗∆) ◦∆
ou` ui =
∑
σ∈Gi
σ−1.
3.2.2 Structure d’alge`bre Gi-associative sur Hom(C,A)
Proposition 8 Soit (A, µ) une alge`bre Gi-associative et (C,∆) une G
!
i-coge`bre. Alors
(Hom(C,A), ⋆) est munie d’une structure d’alge`bre Gi-associative ou` ⋆ est le produit de
convolution:
f ⋆ g = µ ◦ λ2(f ⊗ g) ◦∆.
De´monstration. Calculons l’associateur A∗ du produit de convolution.
(f1 ⋆ f2) ⋆ f3 = µ ◦ λ2((f1 ⋆ f2)⊗ f3) ◦ ∆
= µ ◦ λ2((µ ◦ λ2(f1 ⊗ f2) ◦∆)⊗ f3) ◦ ∆
= µ ◦ (µ⊗ Id) ◦ λ3(f1 ⊗ f2 ⊗ f3) ◦ (∆⊗ Id) ◦ ∆.
On a donc
A⋆(f1 ⊗ f2 ⊗ f3) = µ ◦ (µ⊗ Id) ◦ λ3(f1 ⊗ f2 ⊗ f3) ◦ (∆⊗ Id) ◦ ∆
−µ ◦ (Id⊗ µ) ◦ λ3(f1 ⊗ f2 ⊗ f3) ◦ (Id⊗∆) ◦ ∆.
Alors
∑
σ∈Gi
(−1)ǫ(σ)A⋆ ◦ Φ
Hom(C,A)
σ (f1 ⊗ f2 ⊗ f3)
= µ ◦ (µ⊗ Id) ◦ (
∑
σ∈Gi
λ3(Φ
Hom(C,A)
σ (f1 ⊗ f2 ⊗ f3))) ◦ (∆⊗ Id) ◦ ∆
−µ ◦ (Id⊗ µ) ◦ (
∑
σ∈Gi
λ3(Φ
Hom(C,A)
σ (f1 ⊗ f2 ⊗ f3))) ◦ (Id⊗∆) ◦ ∆.
Mais
λ3(Φ
Hom(C,A)
σ (f1 ⊗ f2 ⊗ f3)) = Φ
A
σ ◦ λ3(f1 ⊗ f2 ⊗ f3) ◦ Φ
C
σ−1 .
Ceci implique
∑
σ∈Gi
(−1)ǫ(σ)A⋆ ◦ Φ
Hom(C,A)
σ (f1 ⊗ f2 ⊗ f3)
= µ ◦ (µ⊗ Id) ◦ (
∑
σ∈Gi
ΦAσ ◦ λ3(f1 ⊗ f2 ⊗ f3)) ◦ Φ
C
σ−1
◦ (∆⊗ Id) ◦ ∆
−µ ◦ (Id⊗ µ) ◦ (
∑
σ∈Gi
ΦAσ ◦ λ3(f1 ⊗ f2 ⊗ f3)) ◦Φ
C
σ−1
◦ (Id⊗∆) ◦ ∆.
Comme ∆ est coassociative
(∆⊗ Id) ◦ ∆ = (Id⊗∆) ◦ ∆
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et la structure de G!i-coge`bre implique
ΦCui ◦ (Id⊗∆) ◦ ∆ = Φ
C
ui
◦ (∆⊗ Id) ◦ ∆ = (∆⊗ Id) ◦ ∆.
Alors∑
σ∈Gi
(−1)ǫ(σ)A⋆ ◦ Φ
Hom(C,A)
σ (f1 ⊗ f2 ⊗ f3)
= µ ◦ (µ⊗ Id) ◦ (
∑
σ∈Gi
ΦAσ ◦ λ3(f1 ⊗ f2 ⊗ f3)) ◦ (∆⊗ Id) ◦ ∆
−µ ◦ (Id⊗ µ) ◦ (
∑
σ∈Gi
ΦAσ ◦ λ3(f1 ⊗ f2 ⊗ f3)) ◦ (∆⊗ Id) ◦ ∆
=
∑
σ∈Gi
Aµ ◦ Φ
A
σ ◦ λ3(f1 ⊗ f2 ⊗ f3) ◦ (∆⊗ Id) ◦ ∆
= 0.
D’ou` la proposition.
Remarque: Bige`bres Lie-admissibles. Une bige`bre Lie-admissible est de´finie par la
donne´e d’un triplet (A, µ,∆) ou` (A, µ) est une alge`bre Lie-admissible, (A,∆) une coge`bre
Lie-admissible et d’une relation de compatibilite´ liant ∆ et µ c’est a` dire on de´finit ∆ ◦µ de
sorte que
∆ ◦A(µ) ◦ ΦAG6 = 0.
Nous ne demandons pas a` l’alge`bre d’eˆtre unitaire ou a` la coge`bre d’eˆtre counitaire. Parmi
ces bige`bres Lie-admissibles, on aura la classe des Gi-bige`bres. A titre d’exemple, une
relation de compatibilite´ pour les pre´-Lie bige`bres (c’est a` dire G3-bige`bres) est donne´e par
∆ ◦ µ = (Id⊗ µ) ◦ (∆⊗ Id) + (µ⊗ Id) ◦ ΦAτ23 ◦ (∆⊗ Id).
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